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EL ESPECTRO DE FUCIK PARA UN SISTEMA ACOPLADO CON
SOLUCIONES QUE NO CAMBIAN DE SIGNO
Santiago César Rojas Romero 1
Resumen: En este trabajo se estudia el espectro de Fucik para el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinaria ..s de segundo orden
{
_11," = ,,\+'(1+ - "\-1'- en (0,1),
-v" = /\+u+ - t1-~C en (0,1) ,
Bu = B» = ° en {O, 1} )
donde Bu = ° representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o tipo Newmann.
Se estudia el caso en que las soluciones no triviales (u, v) del problema, conservan su
signo en todo el intervalo (0,1) Y se obtiene como resultado que para el problema
tipo Dirichlet, el espectro de Fucik está formado por la unión de un plano y un cilindro
hiperbólico, mientras que para el problema tipo Newmann el espectro está formado por los
planos cartesianos.
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THE FUCIK SPECTRUM FOR A COUPLED SYSTEM WITH NO
CHANGING SIGN SOLUTIONS
Abstract: In this work we study the Fucik spectrum for the following system of second
order ordinary differential equations
{
-U" = /\+v+ - ,,\-1,'- in (0,1),
-v" = "\+u+ - f.l- ú: in (0,1) ,
Bu = Bv = ° on {O, 1} ,
where Bu = ° represents the Dirichlet or Newmann type boundary conditions.
We study the case in which the nontrivial solutions (11,,1)) of the problern, keep their sign
in t.he whole interval (O, 1) and we preve: the Fucik spectrum for the Dirichlet problem
is the union of a. plane with an hyperbolic cylinder, wliile for the Newmann problem, the
Fucik spectrum is forrned by the cartesian planes.
Key Words:Fucik spectrum, coupled system, Fucik surfaces.
1. Introducción
El Espectro de Fucik para el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
{
-U"="\+V+-"\-I'- en (0,1),
-v" = "\+I¿+ - I1-U- en (0,1),
Bu = Bv = O en {O,1}
(1)
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donde Bu = O representa las condiciones de frontera tipo Diriohlet o tipo Neumann. es el conjunto
~ = {(A+,A-,p-) E lR~l / A±,r¿- 2: O Y (1) tiene soluciones no triviales} ,
El estudio de este espectro fue motivado por uno de los problemas formulados por Fucik [4J el cual
plantea describir el conjunto de todos los pares (a, b) tales que el problema de valor frontera de cuarto
orden
{
ll,(iv) = o.'u+ - bu-
u(O) = u"(O) = v{iT) =
en (O, Ti) ,
u"(Ti) = O
tiene una solución no trivial El problema resulta equivalente a (1) con A+ = 1.[- ,
La noción de espectro de Fucik fue introducida en los trabajos de Fucik [31 y Dancer 12] para el operador
el2
- -/ 2 ' es decir el espectro del caso escalar de (1)
aa:
en (0,1) ,
en {O, 1} ,
(2)
el cual en la actualidad está completamente descrito y se conoce explícitamente sus elementos, Inclusive
para condiciones de frontera má ..s generales (ver por ejemplo Rojas 17]), se conoce el espectro de Fucik
de (2).
Ahora, nuestro objetivo es estudiar el espectro de Fucik de (1) y conocer alguna parte de él.
Escribimos ~ = ~1 U ~nl; ,donde ~t denota la parte trivial
~t = {(A+,A-,p.-) E ]R:~ / A±,p- 2: O Y (1) tiene
soluciones no triviales que no cambian de signo} (3)
y ~nt denota la parte no trivial
~nt = {(A+,A-,p-) E]R3 / A±,{¿- > O Y (1) tiene
soluciones no triviales que cambian de signo} . (4)
En este trabajo damos una descripción completa de ~t ' En la sección 2, demostramos que el Espectro
de Fucik ~ para el sistema acoplado (L 1) es no vacío y tiene algunas propiedades de simetría. En
la sección :'3. él partir de (1.1) deducimos algunas identidades que utilizaremos en la demostración de
nuestro resultado principal. Finalmente, en la sección 4, demostramos el resultado que permite describir
~I tanto para el caso Dirichlet como para. el caso Newrnann.
2. Propiedades básicas del Espectro ~
Aquí vemos que se verifican las siguientes propiedades:
Lema 2.1. El espectro de Fucik ~; es no vacío.
Demostración.
d2
Sea Al.- un autovalor de - el ,) (Ak = J.;2Ti2 para el caso Dirichlet. Ak
, x~
Newmann) y (fih su respectiva autofunción. Es decir, se verifica
en (0,1) ,
en {O, 1} ,
donde B = O representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o Newmann, Entonces (u, v)
(4)1,,, (/)1.:) es solución del problema
{
-u" = AA; v en (0,1) ,
-v" = Ak-U en (0,1) )
Bu = Bu = ° en {O, l} .
Ahora vemos que f;nt Úene las siguientes simetrías.
Lema 2.2. Si (),+,),-,f1-) E f;nt con las correspondientes soluciones no irunoles ('Ll,v) de (1),
entonces
l. (),+. f1- , ),-) E f;nt con correspondientes soluciones no triviales (v. 1/.)
2, E con corresporulienics soluciones no trunales
Demostración.
1. Es inmediato de (1) .
2, Por hipótesis se tiene que
-u" = /\+v+ - »:»: en (0,1) ,
-v" = ),-I-u-I- - It-U- en (0,1) .
Bu=Bv=O en{O,l}.
Como 'I.l+ = (-'u)- y u- = (-'11,)+ . entonces I:;j 6 > O se cumple
),- ),+
1// = (8)( -8v)+ - (8)( -8v)- en (0,1) ,
(8'1')" = (c5fl-)( -11.)+ - (15),+)(-u)- en (0.1) ,
B(-u) = B(-8v) = O en {O.1}
), - -
,Y tomando 8 tal que -_- = áf1- tenemos el resultado .•
()
3. Algunas identidades importantes
Aquí obtenemos algunas identidades que usaremos en la siguiente sección para la construcción de f;t"
Empezamos multiplicando la primera ecuación de (1.1) por u , la segunda por 'IL e integrando de () a
1 , para obtener
y
pero corno 'w+w- = O, I:;jw , entonces
1,1-u'v'dt =.0
(5)
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Ahora. multiplicando la primera ecuación de (1.1) por 'U, la segunda por 'u e integrando de O él, l.
tenemos
t' (1),')2 dt
Jo (6)
(7)
Mientras que usando solo la parte positiva de 7L, obtenemos
de donde
(8)
Pero usando solo la parte negativa de 1)" obtenemos
y de ahí que
1 1 ·1¡ l(u-)'12dt=-'\+ ¡ (v+)(u-)dt+,\-I (v-)(u-)dt.Jo Jo Jo
Procediendo análogamente, con las partes positiva y negativa de v, obtenemos
(9)
t' l(v+)'12 dtJo (10)
(11)
De otro lado, para el problema tipo Newmann, se sabe que la primera autofunción es q>j = k =1- O
Multiplicando las dos ecuaciones de (1.1) por 91 = k e integrando de O al. obtenemos
1 1 1
O = rlq)~12dt =,\+ ¡ (1J+)(P1dt-,\- ¡ (v-)q>ldt yh Jo Jo
de donde
y XI- ¡1u+dt = u: (1u- dt .Jo Jo (12)
Sin embargo, para el problema tipo Dirichlet no llegamos a ecuaciones análogas. Más bien, obtenemos
otras identidades también muy útiles. Multiplicando ambas ecuaciones en (1.1) por (h e integrando
de O al, obtenemos
11 II 11 j'1 11x+ v+(hdt-'\- v-(p1dt=. u'9~dt=- uq)~'dt='\l (u+-u-)q)ldtO .0 O O O
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Sumando .v luego restando estas dos últimas ecuaciones, llegamos él
v
(14)
4, Soluciones que no cambian de signo
Aquí se deducen la..s propiedades de las soluciones no triviales de (1.1) correspondientes él. los puntos
en f:t. Primero consideramos el caso Dirichlet.
Proposición 4.1. Seo. (tí, 'U ) una soluciári de (1) con condiciones de [rontera tipo Dirichlet. lJ
coeficientes /\± y ~¿- , entonces
I. Ambas tí lJ /) cambum. de siqno o ninguno. de ellas.
2. Si tí Y v no cambuui de signo, entonces ambas son nniliiplos no nulos de 4)1 y uno de los
coeficientes es iqual a /\1 mientras que los OtTOS dos pueden ser cualquier n'IÍmeTO real. En
particular, si normalizamos las autojunciones, tenemos los casos
'U = V = cPI y /\ + = )'1 .
tí = V = -q)1 lJ A - = 11'- = /\1, (15)
Demostración.
1. Supongamos que 11. no cambia de signo. Sin pérdida de generalidad: supongamos que 11. ~ O Y
A+ ~ O . De (11) tenemos que fo1 1(v- )'12 :s; O . De ahí que (v-y = O . luego »: = k (constante) .
De esto se deduce que 7)- = O Y por ta.nto v 2: O en [O, 1]. Entonces 7) no cambia de signo.
Análogamente se demuestra que si u < O también v < O en [0,1].
Ahora supongamos que 11 cambia de signo, entonces u+ i- O Y 7).- i- O .
Si v ~ O . entonces v- = O Y de (8) y (9) tendríamos A+ = O , tL+ = k:¡ ,v 1/- = k:2, con lo
cual u = k (constante) , lo cual es una contradicción pues 1/+ i- O . Lo mismo ocurre si v ~ () .
Por tanto. v cambia de signo.
2. Sean u y 'ti que no cambian de signo. Por la parte L solo debemos considerar los casos en que
7J y u tienen el mismo signo.
• Caso U.1I 2: O:
Por (6), tenemos que ,\+ > O.
Afirmación: A+ = Al .
En efecto, de (1:5) tenemos
>0
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y dE:'ahí que A+ = Al . Luego, el sistema (1) queda como
{
-1l" = Al v en (0,1; ,
-v" = Al 'U en (0,1; ,
u(O) = u(l) = ° v(O) = v(l) = 0\
el cual es equivalente a
'U(iv) = Ay u
.,(i1') - \ 2 'L'v - /\1 .
en (0,1; ,
en (0,1; ,
u(O) = v.(l) = -¡¿"(O) = vl/(l) = 0,
v(O) = v(l) = v"(O) = v"(l) = O,
cuya solución general es
u(t) = Ae~1 + Be-~I + Ccos( ~ t) + Dsen(~ t),
v(t) = -Ae~t - Be-~t + C cos(A t) + Dsen(A t).
De ahí por las condiciones de frontera resulta
ll(t) = v(t) = D 8e'n(~ t) ,
es decir u y 'ti son múltiplos de 1)1 . Más aún, normalizando, tenemos que A+ = Al Y
1/. =·u = (PI .
• Caso '11" v < O :
Por (6) y (7), tenemos que A- > O Y u: > ° .
Afirmación: A- = 6Al Y u: = JAl , para algún 6> O ,
En efecto, como u. = -Al<Pl, V = -A2<Pl, Al, A2 > O , de (13) y (14) tenemos
A1P- - Ad + A2({l- - Al) = O,
A1( /\- + Ad - A2(f.L- + Ad = 0,
De ahí, sumando y restando estas dos ecuaciones, llegamos a
y
con lo cual se tiene la afirmación,
\') s: jg\- , (,)Así resulta A - f-l- = /\1 ' u = -, y el SIstema. 1 queda. comof.L- .
{
-1/." = 6'Al v en (0,1) ,
Al
+o" = -;5 u en (0,1) ,
u(O) = u(l) = ° , v(O) = v(l) = O,
Resolviendo como se hizo en el item anterior, obtenemos
'U = -k<Pl
k
v V=--Ól., 8 ' , k> O.
Luego u ~ Ó v , es decir u ~ jg v ~ -k 1, , k > O . Y normalizando, concluimos que
A - = f.L- = Al Y 'u = v = - <P1' •
..
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Ahora veremos el resultado correspondiente al caso Newmann.
Proposición 4.2. Sea (11, ·u)u.na solucion de (1) con condiciones de [roniera tipo Neumann y
coeficientes A± y J.1.- , entonces
1. Ambas 11 11 v cambian de signo o ninguna de ellas.
2. Si u y v no cambian de signo, entonces ambas son múliiplos de 1)J (una de ellas puede ser cero)
y uuo de los coeficientes es Al = O , mientras que los otros pueden ser cualquier número real. Si
ambas 11 y V no son cero. entonces dos de 108 coeficientes deben ser /\1 = O . En particular. si
normalizamos las auiojumciones tenemos los siguientes casos
'U = V = c/Jl y /\+ = O ,
'U = V = -(/>1 11 A- = f.1.- = O,
'U = c/Jl (r-C8]). 11 = -c/Jt), v = O 11 A+ = O (r-esp. p- = O) ,
'U = O,» = 1)1 (res]). v = -c/J¡) 11 A+ = O iresp. A- = O) .
(16)
Demostración. Aquí (12) es de gran utilidad, en particular porque de ahí se deduce que A+, A-Y
{l- tienen el mismo signo.
1. Sea u. que no cambia de signo. Supongamos 1L 2: O , esto es 'U+ = U Y 'U- = O . De (12)
tenemos que A+ = O. Luego, la segunda ecuación de (1) queda v" = O Ypor las condiciones de
frontera resulta que '(1 es constante, es decir 'u no cambia de signo.
2. Sean 'U y V que no cambian de signo. Consideremos el caso 11., v 2: O ) esto es
11+ = U ,'U O , v+ = V v- = O . De (12) resulta ),+ = ¡l+ = O . con lo cual el
sistema (1) queda como
{
'U" = O
»" = O
u'(O) = u'(l) = O , v'(O) = v'(1) = O
en (0,1) ,
en (0,1) ,
y de ahí que 'U y V son constantes. Luego, 'U = klc/Jl Y u = k2~bl (c/J] = k para el caso
N eumann). En particular -u.= ~b1 .Y v = c/J1 .
El caso u, = O nos da A+ = O Y 1) = k21Yl . En particular, cuando ),+ = O tenemos 11 = O Y
v = 01 . Los demás casos se prueban análogamente .•
Así, hemos demostrado que la parte trivial f:t tiene la siguiente forma:
• Para el caso Dirichlet
f:t = { A+ = Al} U { A - , f.1.- > O, A - ¡t - = Ai}
donde el plano {A + = Al} corresponde a la familia de soluciones u = v = k c/Jl , k > O ,
mientras que lasuperficie (). - , ~- > O, ).=u: ~ ).¡} corresp onde a la. familia ti ~ ¡-g V ~
-k 91 , k> O .
• Para el caso Neumann
donde el plano {A + = O} corresponde a las soluciones { 'U = k1 c/JI , V = k21Yl , k1, k2 2: O},
el plano {/\ - = O} corresponde a las soluciones { 'u = O, v = -01 } Y el plano { ¡~-= O }
corresponde a las soluciones { 'U = -(Pl , v = O}.
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